Eloadas koveto félidk a Matematika
mérnokoknek |. cimii targyhoz

Burai Pal

Komplex szamok

A tananyag elkészitését az EFOP-3.4.3-16-2016-00021 szadmu projekt tdmogatta. A projekt

az Eurdpai Unié tdmogatdsaval, az Eurdpai Szocidlis Alap tarsfinanszirozasaval valésult meg.

Burai Pal Eléadds kovet félidk



A képzetes egység
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

x>+1=0

Azt a szdmot, amelynek a négyzete —1 képzetes egységnek nevezziik és
i-vel jeloljik. Tehat

Komplex szamok algebrai alakja
Legyenek a, b valés szamok, ekkor a
z=a+ib

szamot algebrai alakban adott komplex szamnak nevezziik, melynek
valds része a, képzetes része pedig b. Jelolésben:
Re(z) = a,Im(z) = b.

A komplex szdmok halmazat C-vel jeldljiik.
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Feladat

Oldja meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok halmazan! Abrazolja
a megolddsokat a komplex szamsikon!

(a) x3+7x =0, (b) x> —2x+5=0.

Szamolds algebrai alakban adott komplex szamokkal

Legyenek z = a+ ib, w = u + iv komplex szamok, ekkor

z+w=(a+u)+i(b+v), z-w=(au—bv)+i(av+ bu).

Feladat

Adja meg a kovetkezd komplex szamok algebrai alakjat:

(a) 2=0n2+1), (=2-=5i)(5-2i), (=1-=0NA+)(T7+6i),
(b) V2i(1++2i), (1+i)3 PP+ —i*t+iP—i—1, 0.
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Komplex szamok konjugaltja és inverze
Ha z = a + ib, akkor a
Z=a—1ib

komplex szamot z konjugaltjanak nevezziik.Ha rdadasul z # 0, akkor

1 a . b

B P

z

a z komplex szam multiplikativ inverze azaz, z - z7! = 1.

Feladat
Adja meg a kovetkezé komplex szamok algebrai alakjat:

(a) 2—i, (=3+N)1+1),
(b) _fj'3,’ _1,'—’;,3'

1
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Komplex szamok hossza és szoge

Ha a z = a+ ib komplex szdmot a sikon az origét az (a, b) ponttal
osszekotd vektorral azonositjuk, akkor a Pitagorasz tétel szerint ezen

vektor hossza
|z| = vV a? + b?,

amit a z komplex szam hosszanak neveziink. Amennyiben z nem nulla,
akkor azt a szoget (,), amelyet ez az 3ltala meghatdrozott vektor a
valds tengely pozitiv felével bezar, a z komplex szam szégének
neveziink. Ha a, b > 0, akkor

¢ b
anp, = —
a

Hasonléan kiszdmithaté a szog, ha z nem az els6 siknegyedben van. A
nulla komplex szamnak nincsen szoge!

Ha . a z komplex szdm szoge és |z| a hossza, akkor

z = |z|(cos p, + isin ;)

" s

alakban is el6éllithatd, melyet a z komplex szam trigonometrikus
alakjanak neveziink.
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Feladat
Adja meg az aldbbi komplex szdmok trigonometrikus alakjat!

(a) 1, (b) i, (c) 1—1i, (d) =1 —+/3i,

Trigonometrikus alakban adott komplex szamokkal valé
szamolds

Ha z = |z|(cos ¢, + isingp,) és w = |w|(cos ¢y, + isinp,,), akkor
z-w = |z||w|(cos(p; + pw) + isin(p; + ow)).
Ha w # 0, akkor

2 2 (cosle — ) + s ).
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Feladat

Legyen x = 2 (cos T + isin g) ésy=11 (cosg + isin ;) Hatdrozza

meg az alabbi kifejezések értékét!

(a) xy, (b) xy™t, (o) X°, (d) y°, (e) 5. )

Komplex szamok n. gyoke.

Ha z = |z|(cos ¢, + isin¢,) komplex szam, n pedig egy természetes
szam, akkor a (" = z egyenletnek n darab kiilonb6z6 megoldasa van,
melyeket a z komplex szam n. gyoOkeinek neveziink. Ezeket a kovetkezd
képlettel adhatjuk meg:

&= )] (eost’”Hisin&,f'”), k=0,1,...,n—1.

Feladat

Szdmitsa ki a z = 128 (cos% + isin %) komplex szdm mdasodik,

harmadik, negyedik gyokeit! Abra’zolja a gyokoket a komplex szémsikon!

v




Euler azonossag

e'¥ = cosp + isinp.

Komplex szamok exponencialis alakja

Ha egy komplex szdm trigonometrikus alakja z = |z|(cos ¢ + isin ),
akkor a '
z =|z|e'"?

alakot a z komplex szam exponencialis alakjanak nevezziik.

Exponencialis alakban adott komplex szamok osztasa és
szorzésa

Legyen z = |z|]e’? and w = |w|e'”, ekkor

2w = |z||w|e/¥ ) és Z = ﬂei(s«:—w)'
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Hatvanyozds exponencialis alak esetén

z" = |z|"e™®.

Periodicitas

2le” = [2]efte+2"

Feladatok

Szémitsuk ki a zw szorzatot és a Z hanyadost!
0 z=2e7 w=4e%.
0 z=—3e"0 w=3e"10

0 z=1/2e%, w=118e%.

Feladatok

Szamitsuk ki a z n. hatvanyat!
° z:\3/§e’%, n=3.
e z=2e%, n=5.

hus
e z=¢€'5, n=10.
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Feladatok

Abrézolja a kovetkezé komplex szamokat a komplex sikon!
Hatarozza meg a képzetes illetve a valds résziiket! z; = 2 + 3,
zp=—-10+2i,z3=104+2i, 2z =2—3i, z5 = =2 — 3i.

Az Euler formula felhaszndlasdval szamitsa ki cos ¢ és sin @ értékét
és adja meg a kovetkezé komplex szdmokat algebrai alakban! e'™,
e's.

Adja meg a z; = 1 — i komplex szdm trigonometrikus illetve
exponencialis alakjat! Szamitsa ki a negyedik hatvanyat!

p 1+i)? p s _y
Hatdrozza meg a \28’1;) komplex szdm valds és képzetes részét!

Hatarozza meg a kovetkez6 masodfoku polinomok gyokeit!
o x* +4x +13.
o X2+ %X + f—g.

Adja meg a harmadik, negyedik és az otodik egységgyokoket!
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